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Die harmonische 13etFigur

Die harmonische 13d¥igur besteht aus einem vollstandigen Vierseit und einem vollstandigen
Viereck mit einem gemeinsamen Nebendreiseit. Sie besteht somit aus
einem vollstandigen Vierseit mit 4 Seiten und 6 Ecken,
einem vollstandigen Viereck mit 6 Seiten und 4 Ecken,
einemgemeinsamen Nebendreisalteieckmit 3 Seiten und 3 Ecken,
also insgesamt 13 Punkten und 13 Geraden, woher sie auch ihren Nar#nheait sie auch
Ahar moni sche Fundamentalstrukturid oder Aharm

Zur Konstruktion beginnen wir mit Vierselt-sste  ——

. .. . . . —ecke o] .
einem volstandigen Vierseit UNl  viereck-ccke @ $Cr2
ermitteln dann einollsténdiges Viereck —seite " 1

. .. Nebenseite ..---=~
mit demselben Nebendreiseit. ES S€ Nebenecke =

aiae bibz die vier Seiten und\ = a G,

B = by Gz und weiter G = a Gok (i, k =

1, 2) die sechs Eckeiie Nebenseiter
sind dannp = C,,C,,, q =C,,C,, und

r = AB unddie Nebeecken P = qr,

Q=pr,R=p-q.

Das vollstandige Vierseit ist fertig, ur
wir beginnen mit dem Ausbau zur 13¢
Figur, indem wir R mit A und B durct
di erzedgendéh Ger aden

verbinden. Sie ergeben die viEcken
des Vierecks A=a-a, Bi=b-bi (i=1,2).

Dabei inzidieren die Seiten des Vierse
und die Ecken des Vierecks.

i
;ﬁTP T\B r (?:-
Da s s erginzendéh Ge riaEddn
sich wirklich in P und Q treffen, kann mit
dem Satz von DESARGUES bewiesen
werden: Die Dreiecke @C22Co1 und ABR
sind zentraberspektiv mit Zentrum G,
also auch axigperspektiv, und die Achse
geht durchAz, B: und Q, denn die ent
sprechenden Seite®,,C,, = p undAB =r
treffen sich in Q (nach Konstruktio)
ebensaC,,C,, =biund AR = b in B; sowie
C,C, =@, BR =ainA. A,B, =cigeht
also wirklich durch Q. Genauso folgt aus
den Dreiecken GCz:Co1 und GiCCiy,
dass auchledurch Q geht. Und analog, das:
c11und e2durch P gehe(s. Zeichngoben)
Die Ai und B bilden ein Viereck mit den
Seiten a, b,ie(i, k = 1, 2); diese treffen sich
aulRerdermoch in P, Q und R und damit
ist das Nebendreieck des Vierecks dassel
wie das des Vierseits.




Damit haben wir den Aufbau dearmonischen 13dfigur komplett geleistet, und wir kbnnen
nun ihre Eigenschaften untersuchen. Diese bestehen vor allem in einer Flle von harmonischen
Lagebeziehungen. Aul3erdem ist die Figur vollstandig dual zu sich selbst.

Weiterhin kénnen wir die Viexdkseiten, die durch zwei Nebenecken gehen, ¢z durch

P bzw. @2, ¢1 durch Q) auffassen als die Seiten eines weiterens&fermit den Ecken
PQAA2B1B2 und dem Nebendreiseit abr. Die beidespringlichenViereckseitena b sind
offenbar dessen Nebenseiten. Sie gehen durch zwei Eck&) ¢feses Vierseits. Das heil3t:

Zwei Ecken (P, Q) des neuen Vierseits sind Nebenecken des urspriinglichen und die Neben
ecken (A, B) des neuen sind Ecken des alten Vierseits. Und damit Wwabemdlich gezeigt,

dass die beiden Punki@are (AB) und (P, Q) gleichberechtigt sind: es kommt nicht darauf an,
welches aus Ecken und welches aus Nebenecken besteht. Welches der beiden Vaggeite a
oder @1C22C12C21 man nimmt, ist ja fir die haronische Lage der vier Punkte ohne Bedeutung.

Harmonische Punktewdrfe liegen in den ¢
Seiten des Nebendreiecks und in den
Seiten des Vierseits.

Man betrachte die harmonischen Punkte
einer Nebenseite und bilde ihren Schein |
der gegentberliegenden Nebenecke; die
besteht offenbar aus zwei Viereckseiten
zwei Nebenseiten, also aus hamschen
Geradenpaaren. Dieser Schein wird weiter
den Viereckseiten in harmathen Punkte
paaren geschnitten.

Von zwei harmonischen Pumaaren kanr
man eines als Paar von Nebeneckefeasén;
fur den Aufbau einer harmonischen 1-Bégur

daraus kann eine dritte Nebenecke belie
gewahlt werden.

Das heil3t: Werden vier in einer Gerad
liegende harmonische Punkte verbunden
einem aullerhalb dieser Geraden liegen
Punkt, so entsteht in diesem Punkt ein harl
nischer Geradenwurf.

Oder: Der Schein eines harmoniscliremkte

wurfs ist ein harmonischer Geradeanf.

Harmonische Geradenwtrfe gehen durct

| drei Ecken des Nebendreiseits und in den

Eckendes Vierecks.

Man betrachte die harmonischen Ger:
durch eine Nebenecke und bilde ihren Sc
mit der gegenuberliegenden Nebeite
dieser besteht offenbar aus zwei ¢gtecke
und zwei Nebenecken, also aus harreoiné!
Punktepaaren. Der Scheireser Puktepaar
aus den Viereckecken besteht aus ha
nischen Geradenpaaren.

Von zwei harmonischen Geradenpaaren

man eines als Paar von Nebenseiten auffe
fur den Aufbau einer harmathen 13e
Figur daraus kann eine dritte Nebens
beliebg gewahlt werden.

Das heil3t: Werden vier durch einen Pi
gehende harmonische Geraden geschi
von einer nicht durch diesen gehen
Geraden, so entsteht in dieser Geradel
harmonischer Punktewurf.

Oder: Der Schnitt ems harmonischen Ge
denwurfs ist ein harmonischer Puntaterf.

Alle diese Uberlegungen werden zusammengefasst ined@nsehr wichtigen

Satz: Die harmonische Lage ist eine projektive Invariante.

Man kann also schneiden und verbinden, soviel midlni einmal harmonisch heifl3t: immer

harmonisch.

Verschiedene Lesarten der harmonischen 13dfigur

Die urspriinglichen Vierseitseiten sind hier digba(i = 1, 2). Es stellt sich die Frage, ob auch
andere Geraden diese Rolle bernehmen koribamei ist zu bemerken, dass man die a's mit
den b's vertauschen kann und unabhé&ngig davon die Indizes 1 ahde2dass sich an den
Inzidenzen irgendetwas veramddR und r haben allerdings ei®nderrolledenn diegegebe



nen Punkte A, B lagen auf r und die erzeugenden Geraden a, b sind von R aus an die Punkte
A, B gezogen worderMan hatte auch von P aus erzeugende Geraden naahdCG:; ziehen

kénnen oder von Q aus naclr@nd Gy, hatte dann auch harmonische 1Beyurenerhalten,

aber anderéAlso kénnenp und g nur gemeinsam auftreten oder garnicht. Ri@mmennicht

in Frage weil sie nurdrei Punktetragendie Vierseitseiten &y vierhaben mussen: zwei Ecken

des Vieseits eine des Vierdes und eine Nebenecke

Dassind aul3er dem Vierseifaabibz (S.0.) noch gepq und wegen der Vertauschbarkeit der a's

und b's auchpa:

Vierseit mit derSeiten aa pg. Vierseit mit den Seiten: bibz pg.
Viereck mitden Ecken: AA>PQ. Viereck mit den Ecken: B>PQ

Nebendreiseit feck: bibob / B1B2B Nebendreieck /seit: AALA [ asapa

A P |8 r RN

Die andere Mdglichkeit besteht darin, die in der ersten Konstruktion erganzenden Gegraden ¢
also dievier Gerademmit nur drei Punkten, als die Seiten eines Vierseits zu betrachten. Es zeigt
sich, dass sich trotz ander®eutungenwieder eineharmaische 13efFigur innerhalb
derselben Punkte und Geraden ergibt, bei der aber die Ecken des Vierecks und die Seiten des
Vierseits nicht inzidieren.

Wir wahlenin derselben Figur 16C12C21C22 ,#“/cm
als das zugrundeliegende Vierseit. Se
Ecken sind dann MA2B1B2 PQ das Neben
dreiseit ist abr, das Nebendreieck ABR.
Nun werden alle Nebegken mit den noct
freien Ecken verbunden durcihA, = a,
m:az’B_Bl:bl’B_BZ:bz’ﬁD:qund
RQ =p.Diese sechs Geraden treffen sich
je dreien in vier neuen PunktenikC
(i, k=1,2): namlich @ by, pin Gy, &, b, q
in C12; &, b1, g in Giund &, by, p in G2. Die
Seiten des damitgewonnenen Vierecks
C11C12C21C22 sinddann nattrlich aebib pg.
Sie haben in ABR noch drei weitelPeinkte
gemeinsam, welche dBebendreieckilden
T wieder dasselbe.




Der in der folgenden Zeichnung angedeutete Zusammenhang mit der Polaritat beziglich eines
Kegelschnittavird spéater dargestellietztnur so viel: Alle bis auf Grofbder Kleinschreibung
gleich benannten Elemente sindemander polar, d.h. sind Pol und Polare beztiglich des

Kegelschnitts.

Hier dieselbe Figur mianderenBezeichnungendie fiir die folgenden Uberlegungen besser

geeignesind.

Vierseit

Seiten 01020304

Ecken H1oHzaH13H24 Hi4H23
mit Hik = gk

Nebenseiten p1P2p3

Nebenecken P1P2P3

Damit verwobenes Viereck

Ecken G1G2G3Gy
mit G = h@®,
Seiten h12hs4 h13h24 h1shoz
mit hik = G,G,
Nebenecken P1P-P3
Nebenseiten p1p2p3

Die Ecken des Vierecks und die teai
des Vierseits inzidieren niclit anders
als bei den erstgenannten drei Lesarter = s
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Mit den neuerBezeichnungen gilt fir die ersten drei Lesarten:

Lesart 1
Vierseit
Seiten h13hza hadhos
Ecken P2P3 G1G2G3Gs
Nebenseiten h12hs4 p1
Nebenecken HiHz4P1
Verwobenes Viereck
Ecken HiaHoaH14H23
Seiten P23 01020304
Nebenecken Hi2H34P:
Nebenseiten h12hza o1

Lesartl

Lesart 2 Lesart 3
h1ohza hidhos h1ohzahighos
PP G1G2G3Gy PP, G1G,G3G4
hishzs P2 hi4hzs P3
HisH24 P> Hi4H23 P3
HiHzaH14H23 H1oHz4H13H24
P1Ps 921020304 P1P2 01020304
HiaHo4 P> HiH23 Ps
h13h24 p2 h14h23 ps

Lesart2

Lesart O

01020304
H1oHzaH13H24H14H3

P1P2P3
P1P,P;

G1G,G3Gy
h12h34h13h24hl4h23
P1P2Ps

P1P2P3
Lesart3




Naturlich kannman genausgut mit dem Viereck beginnen und dann dasnit verwobene
Vierseit aufsucherAuf die Kegelschnitte gehen wir spater ein.

Die Sonderrollevon R und r reduziert sich auf eine Ausnahme bei den InzidenzenwondH
hi: diese gilt nicht fur i,k=3,4daflir nzidiertnunHsza mit hi2 und Hiz mit hga.

Man kanndie Notaion noch weitervereinheitlichenwennman denn Spald daran hat: Baist
es dienlich diegndizesl € 4 p agwmierandu etnem Paar (i) von Indizebestehdas
komplenertdre Paar- (i) aus denjenige Indizes, dieim Paar (i) nicht vorkommen;wir
nummeriererdie Paaremit (1) :={1,2}, also- (1) ={3,4}, (2) :={1,3} und(3) :={1,4. Die
Reiherfolge innerhalb eines Paares gleichgultig und naturlich giks (= (K)) = (k).

Fir Lesarti (i = 1, 2 oder 3geht man aus von den Seitan(bzw. den Ecken k), die de Paae

(1), =(i) nicht als Indizes endften; fur die Lesart O beginnt man mit desit®n g bzw. den
EckenGi,i=1 é 4.

Damit sind in dek-ten Lesari wobei im Folgenden j alle Werte, k durchlauferi die Seiten
hiph-¢ hgph-g , die Ecken PP Gi1G2GsGs, die Nebenseiterhyh-wpk, die Néerecken
HuH- ) Pk, die Ecken des verwobenen VieredkgH- HyH-(), seine Seitepip; 91929304
und die Nebeneckéf xH- ¢)Px.

DiesePaabildung ist zwingend, sonstaren dievier Seiten des Vierseitus vier Geradenih
nicht mehr in allgemeiner Lage: es gingérei Seiten durch einen Punkt

Wir wissen schomHik = g@x und h« = G,G, . AuRerdenmilt: in G treffen sich alledrei Gerade
hij miti, j, k und sonst keine, inkdiegen diedrei Punkte H mit i, j , k und sonst keine.

Hik und h« inzidiereni mit Ausnahme der Paare (1) urdl): Hq) inzidiert mit h.(.
Ausnahmslos aber gilHg undhg) sindpolarbeziglich desbenangedeuteteKegelschnitts.

Die Nebenseitengpgehen durch & und H.k), aul3erdem durchi,PR, i, j , k. Durch die
Nebenecken gehelund h.)), aul3erdemipp, i, j, k.

Dies sind die einzig mdglicheesarten

Ein System vn 13 Punkte und 13 Geraderst dann einédharmonische 13dFfigur, wennin
vier der Geradene drei Punkteundin neun Geraden jeier Punkte liegen un@ennweiter
durch vier deiPunke drei Geraden gehen und durch neun Punkte vier Ger&@sBystem
kann dann immer iden angegebenen Lesartgdeutetverden

Beweis (Er geht auf Herrn Peter Baum (Kassel) zurtick, der auch zu den Lesarten entscheidend
beigetragen hat.

Fur eine harmonische 13Ergursind 5 Bedingungen notwendig zu erfillen:

(1) Keine drei der vier Seitegehendurch einen Punkt.

(2) Die sechs Schnittpunkter vier Seitergehoérereu der Figur.

(3) Das Nebendreiseggehortzur Figur.

(4) Das Nebendreiecgehortzur Figur.

(5) Durch jede Nebenecke gehen aul3er zwei Nebenseiten zwei weitere Geraden der Figur.
Wir stitzen uns im Folgenden agiihe der letzten Zeichnungn (deren Bezeictungen sind

identisch). Fur die Versuchdie Figur zu verifizieren kommen in Betracht: Die 4-Geraden,
die 6 hGeraden und die 3@Geraden.



Eall 1 Werden vier der sechs@Geraden gewahlt, daimmusszu jedemvorkommenden Index
paar auch das komplementare dad®min sodassnsgesamt jeder Index zweimal vorkommt.
Das fuhrt zu den angegebenen Beispielen einer harmonischefidg8emit Inzidenz von
Ecken und SeitefLesarten I 3). Halt man das nicht ein, so kommt ein Index dreimal vor und
die zugehdorigen drei Geraden gingen durch einen Rueikt Verstold gegen (1).

Die weiteren Falle werden nach abnehmender Anzahl ¥@argden geordnet:

Fall 2 Fur die Wahl von allen vier-eraden als Seiten des Vierseits erhalt man die harmo
nische 13efrigur, bei der die Ecken und Seiten nicht inzidieren.

Fall 3 Bei der Wahl vorgenaudrei gGeradengtwa ggo.gs, musste die vierte Gerade durch
einen Punkgehen, der auch auf biegt, weil dort eine Ecke des Vierseits liegen muss. Auf g
liegen nur Ho, Hiz und Ha. Durch H> gehtschong. und durch Hz schon g, alsokommen
GeraderdurchHi2 oderHiz wegen (1) nicht in Frage. Durchiigehen nur nochspund hus (ga

ist in diesem Fall ageschlossen). Mitghatte man in bk einen Verstol3 gegen (1), miish
einen zu (2), weih14 undgs keinen Schnittpunkihnerhalb der Figubesitzen

Fall 4 Wahlt mangenauzwei gGeraden, etwaiguind @, kann dazikeine hGerade kommen
denneine hGerade musste @ einem Punkt der Figur schneidehh. in Ho, Hiz oder Ha.

Mit hiz ergibt sich innerhalb der Figur kein Schnittpunkt vesumd g im Widerspruch zu (2).

p2 legt schon mal drei Ecken fest@p = Hiz, 122 = His, @22 = Hza. Als vierte Seite benétigt

man eine Gerade der Figuredille schon gewahlten Seiten) @, p2 in genau einem Punkt der
Figur schneidet und auRerdem durch keinen der schon vorhandenen Ecken geht. Das tun h
h2z und p. Jetzt missen die Ecken und dann die Nebenseiten der drei Viekggjtdng,
01020223, C1G2p2ps untersucht werderElr daserse fehlt die Eckg®u4, fir das zweite @D2s.

(3) ist also nicht erfillt. Es verbleibtigppops mit den Ecken kbHi3H14H23H24P1 und den
Nebenseitenda = H,,P,, s = H,;H,,, sa= H,H,,, wobei die Nebenecken®zs und g®s4

nicht existieren, entgegen (4).

die drei EckerH12, Hi4, Hoa. Als vierte Seite (durckeine der drei Ecken, jede Seite schneidend)
kommen hier nur 3, hps, p2 in Frage. Zu untersuchen sind die Vierseitgopghos, g1g2p3his,
0102psp2. Dem ersten fehlen die Eckepbzs, dem zweiten ghis. Das dritte wurde unter Fall
4b schon abgehandelt.

Eall 5: Bei nurgenaueiner gGeraden, etwaigmuss durch jeden der drei Punkte,HH13, His

auf g eine weitere Seite gehen. Zur Auswahl stehen die dBsraden ku, hi3, hisa sowie die
drei pGeraden p p, ps.

Die Wahl von zweh-Geraden, etwasl hi3, scheitert an (3), da die Gerade durch die Ecken
Gs = hsa®13 und Hu4 nicht zu der Figur gehort.

Bei der Wahl von nur einer-Geraden, etwasly geht diese im Widerspruch zu (1) mit den
beiden noch zur Verfigung stehenden Geradem@  durch einen Punkt ¢

Immerhin liefert die Wahl der-@eraden das Vierseiigp2ps mit den Ecken kbH13H14P1PoP3

und den Nebenseitef ,P, = hss, H P, = hus, H,,P, = hiaund dann den NebeneckenGaGa.
Durch diese gehen aber nicht durch, wie von (5) verlangt, vier Geraden.

Dann existiert noch das damit verwobene Viereck mit den noch freien Punkten als. Ecken
HazsH24H34 G2, und den Seitenagsgs hzshzdhiz. Die Nebenecken @iz, gs®os, gu®23 allerdings
sind in der Figur nicht enthalte(®) ist verletzt.



Es folgen nun die Félle ohneG@eraden, geordnet nach abnehmender Anzahl v&arpden:

Fall 6. Bei drei pGeraden bliebe als vierte Gerade, da a@erade vorausgesetzt ist, nur eine
h-Gerade. Aber von denen gehen alle durch einBarikt, ist also (1) nicht erfallt.

Fall 7: Bei zwei pGeraden, etwayund p sind noch zwei tGeraden denkbar, nichi4und
nicht hswegen Punkt £und Bedingung (1), also nur noch zwei vap iz, hpaund ks Deren
Schnittpunkte dirfen nicht auf pnd p liegeni wieder wegen (1); das schrankt die Moglich
keiten ein auf entwederihund h4 oder hz und ha Das Vierseit goohiohos hat die Ecken
PsH34P2P1H24G2 und die Nebenseiterpd) gu, ps. Aber die Nebeneckei#Q, ist in der Figur
nicht enthalten. Entsprechendes gilt fir das Vierspihphss: die Ecken sind #PoH1oH13P1Gs,
die Nebenseitenobpsgi, und die Nebeneckexd@: ist nicht vorhanden. Beide Male ist (4)
verletzt.

Fall 8 Fur die Wahl von einer-@eraden sind alle Mdglichkeiten schon oben enthalten: Fur
aul3er der einen-moch drei gGeraden siehe Fall 3. Zwei gnd eine kGeraden sind in Fall 4
enthalten, eine-gund zwei hGeraden in Fall 5.

Fall 9: Keine pGerade heil3t nur-Beraden (siehe Fall 1) oder mindestens eine, hdchstens vier
g-Geraden: siehe die Falle 5, 4, 3, 2.

Damit sind alleMdglichkeiten ausgeschopft. Es verbleiben nur dié Lesarten. aq)

Wir sind hier wie sooft, von einem Vierseit ausgegangen, hatten aber genauso gut ein Viereck
als Grundlage nehmen konnen.

Immerhin liefert Fall 5 Beispiele, die fast erfolgreich sind:

Ausgehend von einem Vierseit,.Bz mit| Ausgehend von einem Vieck zB. mit
01 p1p2ps findet man ein Nebendreiseitdrer | Gi1P:P.Ps3 findet man ein Nebendesik/ -dret
eck in hishishzs, auch das damit verwobel seitin HisHi14H34, auch das damit verwober
Viereck GoHasH2sH24. Dessen Nebendreieq Vierseit gohoshoshoa. Dessen  Nebendisit
existiert naturlich, allerdinggicht innerhalb| existiert naturlich, allerdinggicht innerhalb
des gegebenen Systems von Punkten | des gegebenen Systems von Punkten
Geraden Geraden.




Zugang aus derEuklid ischen Geometrie

Alle harmonischen 13dfiguren sind,daman von
einem Vierseibder einem Viersesusgeht, gema ‘ 1H
dem Fundamentalsatz zueinander projekiiil b
Inzidenzen und harmonische agiebeziehagen P\-
erhalten bleiben. Allesind also projektiv zu der
nebenstehenden 13Eigur, bei der sich die “h
Vierseitseiten in Fernpunkten treffen und fur « . h,. /™ p
eine Nebenecke ebenfalls Fernpunkt ist, (¢ n, - | IR
weitere ist es automatisch dann auch). Die Se G | | | ]
bilden dann ein Parallelogramm, hier bequen
weise als Quadrat angenommé&mne Anleihe bei
der euklidischen Geometrie ergibt sofort alle
Inzidenzen und die auf neun Geradele (Aus-
nahmen sind diegi mit nur drei Punkten vor- : ,
handenereuklidischen Mittepunkte, die jeharmo hs
nische Mitten beztglich eines Fernpunktes sinc

9%

92 9

Vermittelnder Kegelschnitt als Polarisator

Bemerkenswert ist die Tatsache, dass
einen Kegelschnitt kgibt, bezuglich
dessen sich die vielfaltigen harmoniscr
Lagebeziehungen der 13&igur in allen
Einzelheiten als PdPolarenBeziehun
gen darstellen.

Wir blicken noch einmal zurick auf d
einfihrende Zeichnung zur harmonisct
13erFigurund verwendemlie hier besse
geeignete altBezeichnungsweise.

Die vier EckenA1A2B1B> bestimmen eir
Kegelschnittblischel und unter den Keg
schnitten dieses Blischels gibt es ge
einen, k, der eine Seite beruhrt, z.Brrat
dem BeriUhrpunkt A Dass dann k auc
die gegeniberliegende Seite @m A:
berthrt, kann mit dem Satz vdASCAL
bewiesen werden, ebenso, dass dan
auch @in Az und a in A4 berthrt.

Allgemein zur Konstruktion eines Punktes mit dem SatzRABTAL:
Gegeben5 Punkte 123455Gesucht6 = Punkt auf einer beliebigen Gerade g durch 5.
Konstruktion: U =12-45, V = 23-56 = 23.g, da 6 in g liegn sollund g durch 5 geht.
z= UV ist diePAascAlsche Geradeauf welcher auclv= 34-61 = 34 -zliegen muss. Damit
ist 6 =1Wg.
Wenn inder Nummerierung benachbarte Punkte zusammenfallen, wird als Verbindungs
gerade die Tangente in diesem Punkt genommen.
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Zu zeigen ist hier, dass dann auch die Ubrigen drei Viedsgién k in den entsprechenden
Viereck-Ecken berthren.

Voraussetzung:iast Tangente von k in A

Schritt T Der PunktA’, wird konstruiert als Punkt von k in.aNenn danmA’, mit A
zusammenfallt, ist die GeradgBangente an den Kegelschnitt ia: A

1=B,2=3=A(mit 23=a), 4 =B, 5=7~, g =56, 6 (=A%,) unbekannt in a

Damit X =12-45 = cukz2 = P, Y =23-56 = a& = A, damit ist diePascaL'scheGerade
z=PA=rundZ=34-z=c2r=Qund A, =1Z-g = Gra = Az.

Schritt 2 Auch der BerthrpunkB; von b fallt mit By zusammen:

1=2=A(mit12=a), 3=/, 4=5,5=B, g =56=by, 6 =B, unbekanntinb

Damit X =12-45=ab=A,Y=2356=ab;=B,damitz=rund Z3834-z=c2r=Q

und B, = 1Z-g = arb: = By qed
Da man die A's und B's vertauschen kann, ist audtabgente in B

Nebenbei: Der Kegelschnitt k Iasst sich mit dem SatZRascAL punktweise konstruieren aus
den vier Eckpunkten und der Tangente in einem dieser Punkte.

Polar bezuglich k sind:

p und P, qund Q, rund R, a undbAund B, sowie diejaind A, b und B und die & und Gx.
pgr ist ein Polardreiseit dieses Keginitts und PQR ein Polardreieck.

Oder: Bezuglich k sind polar: VieeitSeiten und VierseiEcken, Vieeck-Ecken und Viereck
Seiten, Nebeseitenund Nebenecken.

Hier noch einmal der Kegelschnhider
Lesart 1 in der neuen Bezeichnungsa
passend auch zur Les@ért

Polar zueinander sind dann:

P und p

Gi undg;,

Hik und hk

i ausnahmslos alle 13 vorkommenc
Paare vorkElementen.

k ist der Kernkegelschnitt der hier vc
liegenden Polaritan (die ja eine involu
torische Korrelation ist), d.h. der Ort d
Punkte P, fir die die PolargP) mit P in
zidiert, und er wird eingehdllt von der
Geraden p, fur die der Pal(p) mit p
inzidiert.

Naturlich gehérauchzu den weiteren zwei Lesarten d&erFigur ein vermittelnder Kegel
schnitt, jeweils ein andergiZeichnungenS. 5. Die verschiedenen Nebendreiecke sind
Polardreieck aller dreiKegelschnitte.

Alle drei Kegelschnitte sind auaghalRgebend fur die LesartiOdie PotPolareBeziehungen
hangen nur von der 13€&igur ab.
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Die Nebendreiecke der Lesarten hinwieder sind auch Polardreiecke fiir die drei Kegelschnitte.
Polardreieck sind auch noch weitere Dreiecke innerhalbFgpm. Beispiele in der ersten
Lesart: GHi14H24 bzw. gihishos fur die Ellipse oder kbHz4P1 bzw. hiohagps fur die beiden
Hyperbeln.

Fur die Ote Lesart (ohne Inzidenz) gelten fiir den Kegelschnitt der 1. Lesart die kanonischen
Polaritaten Gi gi, Hk 7 hik, R pi.

Komplizierter ist es fur die 2. und 3. Lesart. Nur die PolaritaténgPgelten fort.

2. Lesart:

G11 g4, G g3, G31 g2, Ga'l g1; HioT has, HizT hoa, Hia T hig, Hoz T hos, Hoa T iz, Haa T hio.

3. Lesart:

G171 g3, Gl g4, Ga3T g1, Ga'l Qo; HioT has, HizT ha1z, HiaT hoz, Hoz T hig, Hoa T hos, Haa T hio.

Die Begriindungen sind einfach: manchmal sind die Punkte schon Beriihrpunkte, oft kann man
vom Punkt zwei Tangenten anlegen und hat die Polare dann in der Berihrsehne, manchmal

braucht marauch den Hauptsatz der Polarentheorie, z.B. fgirHder 2. Lesart: b = 1@
polar zu g,g: sind Gi, G, also istG,G, =tpsadie Polare vom k.

Oben (S, 5)varen zwei der drei vermittelnden Kegelschnitte Hyperbeln, einer eine Ellipse. Die
Frage ist naheliegend, ob das immer so ist.

Fur endliche Punkte {&kommt es dabei darauf an, ob sie in Viereckslage Ddeleckslage
sind(wenn Fernpunkte beteiligt sindt die Unterscheidung in Vierecksder Dreieckslage ja
sinnlog.

Drei Punkte bestimmedurch ihre \érbindungsgeraden viereiseitig begrenzte Gebiete; esn
von ihnen wird von der Erngeade nicht getroffen. Dges heild das Inmere des Dreiecks.
Genauees siehgSto, S.36].

Die vier Punkte sind in Viereckslage, wenn kein Punkt im Inneren der d . .
anderen liegt. o .
Die vier Punkte sind in Dreieckslage, wenn genau ein Punkt im Inneren . .

drei anderen liegt; das ist nur fir einen der vier Pumidglich.

Satz: Wennein Viereck ABCDin Dreieckslagast, dannliegt keinesder drei 4seitig aus
gegenuberliegenden Seitenpaaren begrenzten Punktgebiete ganz im Endlichen.

Wennein Viereck ABCDin Viereckslagast, dannliegt genau einesler drei 4seitig
aus gegenuberliegenden Seitenpaaren begrenzten Punktgebiete ganzdheindli

Sechs Geraden in allgemeiner Lage gliedern die Ebene in 16 G&i®t&.27]. Die sechs
Geraden h treffen sich aber zu je dreien in den vier PunkterD@durch fallen vier Gebiete
weg und es velbiben 12 vierseitig begrenzte Gebiete. jeder Gerade R liegen zwei
G-Punkte, ndmlich Gund G, auRerdem ein H#Punkt und ein APunkt Die letzterersind von
den GPunkten harmonisch getrennt, also getreamit sind auf jeder Nebenseite die P
Punkte und die HPunkte getrennt. Um jedenHRrkt gliedern sich vier dreiseitig durch-h
Geradenbegrenzte Gebiete an, diese kann man zu je vigigebegrenzten Gebieten
zusamnenfassen, die sich nictiberlappemundzusammenlie ganze Ebene ausfullen.
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Im Falle der Viereckslagest eines dieser Gedie endlich, im Falle der Dreieckslage rhes.

Die Kegelschnitte berihren dieGeraden in deren4Runkten, und zwar, wie wir beéggen

haben dann gkich alleH-Punkte auf dgenigen hGeradendie als Vierset-Seiten gewahlt
werden Das zieht nach sich, dass der vermittelnde Kegelschnitt in jeder der LesaBegaiz
innerhalb eines dieser drei Gebiete verlauft

Im Falle der Viereckslage ist eines der Gebiete endlich, dieser vermittelnde Kegelschnitt also
eine Ellipse; die beiden anderen Gebiete Uberqueren die Ferngdiad@eruhrpunkte ihrer
Kegelschnitte singetrennt vorder Ferngerade und mi®unkten imendlichenGebiet d.h. die
Kegelschnitte missen die Ferngerade passieren, sindgisobeln.

Im Falle der Dreieckslageerihrersich zwei der Kegelschnitte in demjenigesPdnkt,der im
Innerenvon 3 G-Punkten liegt; dieser islurch zwei Nebeecken von den Fernpunkten
getrennt. B gibt also zwei Hyperbeln, der dritte Kegelschnitt ka&ilipse Parabel oder
Hyperbel sein. Man kann namlich zinemn gegebenen Kegelschnitt harmonische -Eagur
aufbauen, fur welcheieser Kegelschnittder Polarisatoiist (s.u.).

G1G2G3G4 in Viereckslage G1G2G3G4 in Dreieckslage
2 Hyperbeln, eine Ellipse hier 3 Hyperbeln

Es gibt, haben wir gesehedrei Mdglichkeiten, hGeraden zu Viersebeiten zu wahlen:
hiound hes, hisund b, hiaundhs( al 1 e I ndi zes 1é4 nmagmed.en genaud

Die Kegelschnitte berihren nach Konstruktion jeder genau v@araden.

Das Dreieck HP-Ps ist ein Polardreieck fur alle diese drei Kegelschriitt@ber nicht auch
Nebendreieck in den verschiedenen Lesarten. In jedem der-dedtigl begrenzten Gebiete
liegt genau eine Ecke des Polardreieck2:® und zujedem Rliegt die gegentibéegende
Polare pganz innerhalb der beiden komplementaren Punktgebiete.

Solang die GPunkte endlich sind, giltie zwei der drei Kegelschnitte berlhren sich in zwel
gegenuberliegenden -Funkten fur jede der drei Lesah mit Inzidenz gibt es einen
Kegelschnitt; einer ist eine Ellipse, die zwei anderen sind Hyperbeln, wenn die;vier G
Viereckslage sind. Sind sie in Dreieckslage, hat masi Hyperbelnund einen dritten, der
Ellipse, Parabel odefwie im letzten Beis@) Hypetbel sin kann
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Harmonische 13erFiguren zu einem gegebenen Kegelschnitt

Wir gehen aus von einem beliebigen Kegelschr
’ In der nebenshkenden Zeichnungst das eine

Ellipse

Wir wéahlendrei Punkte der Kurve sdriangente
aus etwa Hs undhis, H24 und h4, H2z und bz und
zeigen, dass dannifund his konstruiert werder
konren

ps = H H,,, P3=hizsund P = hales; 2 ist

dann H,,P, (oder die Polare voRolare von B.

Damit hat marPy = p2/vs.

Hizist dann der 4harmonische Punkdufp zu Ha
fur dasPaar (R, Ps) undhysist die GeradeH P, .
Aus den vier Seiterhizh2shidhoz kann nun die harmonische 13d¥igur eindeutig aufgebaut
werden Damit ist auch gezeigt, dass im Falle der Bekslage devier G-Punkteder dritte
mdgliche Kegelschnittebenden zwei Hyperbelgrundsatzlicteine Ellipe, ene Parabel oder
eineHyperbel sein kann

DasErgebnis samt der VergréRerung des zentralen:Teils

Zu guter Letzt noch die Ubersicht tber «
weiteren Kegelschnittel zwei Hyperbeln
nattrlich

Die G-Punkte sindin DreieckslageIn dieser
konnten die Kegelschnitte auch Parabeln o
Hyperbeln seinMan wéhlt sie frei unavahlt
dann dreihrer Linienelemente (Kurvenpunkte
samt Tangeten) in geeigneter Weise un
konstruiertdie dazu gehoérendearmonische
13erFigur.



